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VORWORT

Als ich im Herbst des Jahres 1959 eine Aspirantur bei A. D. Alexandrov an der
Leningrader Universitéit antrat, war ich fiir ihn kein Unbekannter. Bereits in meiner
Studienzeit hatte ich die letzten beiden Studienjahre regelmiflig das Leningrader
Geometrieseminar, dem A. D. Alexandrov vorstand, besucht und dort iiber meine
Diplomarbeit vorgetragen, auch in das gesellige Leben dieses Seminars war ich voll
einbezogen. Es bestand dort eine sehr angenehme und freundschaftliche Arbeitsat-
mosphére.

In diesem Jahr 1959 ist gerade die Arbeit [1] A. D. Alexandrovs erschienen, die
Ubersetzt den Titel ,,Die Relativitiitstheorie als Theorie der absoluten Raum-Zeit*
tragt, in der er priagnant — auch in Weiterfithrung fritherer Veroffentlichungen — seine
philosophische Sicht insbesondere auf die spezielle Relativitdtstheorie darlegte, aber
auch den grundsétzlichen Ansatz des Vorgehens beim Aufbau dieser Theorie umrif3.
So war es sicher kein Zufall, da} er mir die Aufgabe stellte, einen mathematisch
strengen Zugang zur speziellen Relativitdtstheorie zu finden, der sich an seinen in
der Arbeit [1] dargelegten Thesen orientiert. Dabei lenkte er meine Aufmerksambkeit
auf die folgende Literatur:

e A. A. Robb [18]. Diesem Buch habe ich lediglich erste Anregungen zur Axio-
mengruppe I:,,Die Axiomengruppe der Zeit“ entnommen. Das dort dargelegte
Axiomensystem mit z. T. recht komplizierten Axiomen lag auflerhalb meiner
Intentionen.

e F. Schur [19]. Aus diesem Buch habe ich die geometrische Grundidee zur Axio-
mengruppe II: ,Die Axiome der Raum-Zeit-Struktur® iibernommen.

e H. Reichenbach [15]. Dieses Buch lieferte mir in seinem mathematischen Ide-
engehalt den Grundstock zur Axiomengruppe III:,,Die Axiome der Signale*.

Mit Enthusiasmus stiirzte ich mich in die Arbeit. Mufite aber bald einsehen,
daf sich, den Anregungen aus der Literatur [19] und [15] folgend, kein axiomati-
scher Aufbau der Einsteinschen speziellen Relativitdtstheorie ergeben konnte, wes-
halb auch das Interesse A. D. Alexandrovs an meiner Arbeit bald erlosch. Es entstand
zwar auf diesem Wege eine relativistische Raum-Zeit-Theorie, in der, wie ich meine,
grundsétzliche philosophische Positionen aus der Arbeit [1] berticksichtigt sind, aber
es konnte auf diesem Wege nicht ein Aquivalent der Einsteinschen Relativititstheo-
rie entstehen, weil — wie sich spéter herausstellte — auf diese Weise die Euklidizitét
des Raumes aufgegeben wird. Selbst im sehr speziellen Fall der starren Korper, in
denen fiir zwei beliebige Punkte A; und As zwar der Zusammenhang

041 45(T) = 6(A142) - 04,4, (T)

zwischen der Abstandsmessung ¢ durch Signale und der Langenmessung § mittels
Stdben — AgApg ist der Einheitsmafistab — besteht (s. Satz IV,38), kann nicht ge-
schlossen werden, daf in dieser Beziehung die metrische Fundamentalform des pseu-
doeuklidischen Raumes mit dem Index 1 (des Minkowski-Raumes) vorliegt, zumal



die Geometrie dieses Korpers keineswegs euklidisch sein muf} (vgl. die Sétze V.50 und
V.51).! Damit liefert die Geochronometrie Grundlagen einer anderen, von der spezi-
ellen Relativitdtstheorie Einsteins in vielerlei Hinsicht verschiedenen relativistischen
Raum-Zeit-Theorie.

Um den Erfolg meiner Aspirantur nicht zu gefihrden brach ich die Arbeit an
diesem Thema erst einmal ab. Aber ich war neugierig geworden und wollte gerne
wissen, wie die Raum-Zeit-Theorie wohl aussehen mag, wenn dieser Weg konsequent
zu Ende gegangen wird. Allerdings erst 10 Jahre spéiter kam ich auf diese Thematik
zuriick. Ich griindete in den 1970er Jahren an der Humboldt-Universitdt zu Berlin
das Seminar ,,Geochronometrie“ — der Name steht synonym fiir Raum-Zeit-Theorie,
obwohl der Name ,,Chronogeometrie” sicher treffender gewesen wire. Im Rahmen
dieses Seminars entstand mit einigen Mitarbeitern und Studenten eine fruchtbare
gemeinschaftliche Arbeit. Eine tragende Rolle kam in diesem Seminar L. Wagner
zu: von ihm stammen auch wesentliche Beitrage zur Entwicklung der Geochronome-
trie (s. [8], [21] und [22]). An der abschlielenden, jetzt vorliegenden Fassung dieser
Theorie konnte er leider nicht mehr mitwirken; er verstarb auf tragische Weise im
Jahre 1998.

Mit der Ubersiedlung von A. D. Alexandrov nach Novosibirsk im Jahre 1964
ging meine Verbindung zu ihm fast vollig verloren. Erst viel spéter erfuhr ich, dafl
er sich dort wieder der axiomatischen Begriindung der speziellen Relativitétstheo-
rie zuwandte, und zwar unter dem Namen , Chronogeometrie“ (s. Report von A. K.
Guts [10]). Darunter wollte er eine Forschungsrichtung verstanden wissen, die in An-
lehnung an die Grundlagen der Geometrie das Ziel verfolgte, ein sehr einfaches und
intuitiv einsichtiges Axiomensystem zu finden, das der speziellen Relativitdtstheorie
dquivalent ist (s. A. D. Alexandrov [2]). Dieses Vorhaben wurde jedoch letztendlich
nicht von Erfolg gekront.

Mit der vorliegenden Monographie wird eine axiomatisch begriindete Raum-Zeit-
Struktur vorgestellt, in der in einem spéteren, zweiten Schritt Elemente einer rela-
tivistischen theoretischen Physik entwickelt werden sollen. Der axiomatische Auf-
bau macht diese Theorie iibersichtlicher und durchschaubarer, insbesondere werden
jene Stellen leichter sichtbar, an denen sich durch Verdnderung, Weglassen oder
Hinzufiigen eines oder mehrerer Axiome eine Erweiterung, Einschriankung oder Ver-
zweigung der Theorie ergibt. Auflerdem wird in dieser Monographie eine vereinfachte
Variante einer Geochronometrie dargelegt, in der Zeitfolgen keine gemeinsamen Mo-
mente haben sollen, um so erst einmal eine Uberfrachtung der Theorie mit vielen
Fallunterscheidungen zu vermeiden. Auf der Grundlage dieser vereinfachten Theorie
konnen dann kompliziertere Varianten entwickelt werden. Ubrigens gibt es bereits ei-
ne Variante einer Geochronometrie, die von meiner Schiilerin K. Linke [11] erarbeitet
wurde, in der die Zeitfolgen nicht disjunkt sind.

In der Axiomengruppe I — den Axiomen der Zeit (13 Axiome) — wird auf der
Grundlage der Grundelemente ,Momente* und der Grundbeziehung , folgt nach“
iiber die Axiome 1,1-7 der Begriff der Zeitfolge aufgebaut; das ist jeweils eine Men-

"Wir vereinbaren aus anderen Kapiteln Definitionen, Sitze und Hilfssétze zu zitieren, indem
wir ihrer Nummer die Nummer des betreffenden Kapitels voranstellen; bei Zitaten aus demselben
Kapitel wird dessen Nummer nicht erwéihnt.
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ge aller jener Momente, die zueinander in der Beziehung ,folgt nach“ stehen. Die
weiteren Axiome sind so gewéihlt, dafl die ,, Geometrie® einer Zeitfolge die einer orien-
tierten euklidischen Geraden ist, so dafl mit Verweis auf einschligige Literatur {iber
,Grundlagen der Geometrie“ die Beweise einer Reihe von Sdtzen nicht ausgefiihrt
zu werden brauchten. Aus dieser Axiomengruppe folgt allerdings lediglich die Exi-
stenz von mindestens zwei Zeitfolgen, so dafl als Modell fiir die Axiomengruppe I,
ein Paar gleichorientierter, paralleler Geraden dienen kann.

In der Axiomengruppe II — den Axiomen der Raum-Zeit-Struktur (22 Axiome) —
wird der Zusammenhang von Raum und Zeit hergestellt und die Raum-Zeit-Struktur
des ,Kosmos®“ untersucht. Der Aufbau ist konstruktiv, d. h., als Ausgangsmaterial
sind neben den Zeitfolgen nur die Grundelemente ,,Punkte“ gegeben, wihrend sol-
che Gebilde wie Gerade, Dreieck, Winkel, Ebene, Tetraeder, rdumlicher Winkel und
schliellich Raum sukzessive als Punktmengen in Bezug auf einen ,,Korper“ konstru-
iert werden miissen.

Mit der ersten Untergruppe — den Axiomen der Punkt-Zeit-Verkniipfung — wird
zunéchst mittels der Grundbeziehung ,,ist Eigenzeit* eine Zuordnung zwischen Punk-
ten und Zeitfolgen getroffen (Axiome I1,1-2). Das gestattet jeweils alle Punkte, denen
dieselbe Zeitfolge zugeordnet ist, die also dieselbe Eigenzeit besitzen, zusammenzu-
fassen; eine solche Punktmenge heifit Korper. Die Korper spielen im weiteren eine
fundamentale Rolle.

In der ersten Untergruppe wird aulerdem die Zuordnung zwischen den Momen-
ten verschiedener Zeitfolgen durch die Grundbeziehung ,.ist synchron“ hergestellt
(Axiom II,3). Allerdings ihre eigentliche implizite Erkldrung erfihrt diese Grund-
relation erst im Kapitel III, nachdem sie dort noch mit den universellen Wechsel-
wirkungen zwischen Punkten, den ,Signalen“ in Verbindung gebracht wird. Von
der Anlage her ist die Grundbeziehung ,,ist synchron® reflexiv; sie ist jedoch im
allgemeinen weder symmetrisch noch transitiv.

Mit den nachfolgenden Axiomen der Gruppe II folgen wir F. Schur [19]. Das
Axiom 11,4 der zweiten Untergruppe — den Axiomen der Strecke — liefert zunéchst
den Begriff der Strecke, wihrend in den iibrigen Axiomen dieser Untergruppe (II,5-
12) die Zugehorigkeit eines Punktes zu einer Strecke prézisiert und die Anordnung
der Punkte in einer Strecke postuliert wird. Eine ausgezeichnete Rolle spielen dabei
jene Strecken, deren Anfangs- und Endpunkt demselben Korper angehéren — wir
sprechen in diesem Fall von Stédben.

Uber den Begriff der Verlingerung einer Strecke iiber deren Endpunkte hinaus
(s. Definition I1.5) gelangen wir zum Begriff der Geraden (beziiglich eines Kérpers);
darunter verstehen wir die Menge aller Punkte, die in einem gegebenen Moment der
Eigenzeit eines Korpers einem Stab mit den Endpunkten aus diesem Koérper und den
Verldngerungen dieses Stabes iiber seine Endpunkte hinaus angehéren (s. Definition
I1.7). Eine Gerade ist durch zwei beliebige ihrer Punkte aus dem Kérper, beziiglich
dessen sie definiert ist, eindeutig bestimmt, sie ist es im allgemeinen nicht durch
zwei ihrer Punkte aus anderen Korpern. Den allgemeinsten Satz, den wir in dieser
Hinsicht beweisen konnen, der aber den relativen Charakter des Begriffs Gerade
nicht aufthebt, ist der Satz I1.31.

Auf der Grundlage der Axiome der dritten Untergruppe — den Axiomen des
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Korperdurchstichs und des Dreiecks (I1,13-16) — in Verbindung mit den vorangegan-
genen Konstruktionen gelangen wir zum Begriff der Ebene (beziiglich eines Korpers).
Darunter verstehen wir die Menge aller Punkte jener Geraden, die in einem gege-
benen Moment der Eigenzeit eines Korpers durch eine Ecke und einen Punkt der
dieser Ecke gegeniiberliegenden Seite eines Stabdreiecks aus dem gegebenen Korper
eindeutig bestimmt sind. In Analogie zu den Geraden ist eine Ebene durch drei
beliebige ihrer Punkte in allgemeiner Lage aus dem Korper, beziiglich dessen sie de-
finiert ist, eindeutig bestimmt (s. Satz I1.97), sie ist es jedoch im allgemeinen nicht
durch drei ihrer Punkte aus anderen Korpern. Die allgemeinste Aussage, die hierzu
moglich ist, gibt der Satz 11.99 wieder. Fiir die Aufkldrung der Struktur der Ebe-
ne beziiglich eines Korpers spielen eine ganz wesentliche Rolle die vorausgegangenen
Untersuchungen iiber Dreiecke und deren Ausbreitungen iiber ihre Ecken und Seiten
hinaus sowie die Darlegungen {iber Winkel.

Die Axiome der dritten Untergruppe erhellen endgiiltig die nichtmetrische Struk-
tur der Korper. Wir kénnen nun beweisen (s. Satz I11.48), daf§ jedem Stab nur Punkte
aus demselben Korper wie seine Endpunkte angehoren, woraus sich als einfache Fol-
gerung ergibt: Jeder Korper ist konvex, d. h., mit zwei beliebigen seiner Punkte
gehort ihm jeder Punkt des Stabes an, der diese Punkte als Endpunkte besitzt. Fer-
ner, beziiglich der Kérperdurchstiche — das sind die Punkte eines Korpers, die einer
Geraden beziiglich dieses Korpers angehoren — kénnen wir sagen: Sie sind in einem
gewissen Sinne offene und beschriankte Punktmengen (s. die Sétze I1.50 und I11.51).

Indem wir die bisherigen Axiome noch durch die Axiome der vierten Untergrup-
pe — die Axiome der Dimension (II.17-18) — ergénzen, kénnen wir die Skala unse-
rer Konstruktionen abermals erweitern, um so schliellich zum Begriff des Raumes
(beziiglich eines Korpers) zu gelangen. Der Aufbau wird zunéichst, nur auf das Axiom
I1.17 gestiitzt, in Analogie zur Ebene iiber die Konstruktionen Tetraeder, Ausdeh-
nung eines Tetraeders iiber seine Ecken, Kanten und Seiten sowie raumliche Winkel
vollzogen. Diese Konstruktionen sind fiir die detailliertere Beschreibung der Struk-
tur des Raumes beziiglich eines Korpers wesentlich. Unter einem Raum verstehen
wir dabei die Menge aller Punkte jener Geraden, die in einem gegebenen Moment
der Eigenzeit eines Korpers durch eine Ecke und einen Punkt der dieser Ecke ge-
geniiberliegenden Seite eines Stabtetraeders desselben Korpers oder aber durch je
einen Punkt zweier gegeniiberliegender Kanten dieses Stabtetraeders bestimmt sind.
Der Raum ist durch vier beliebige seiner Punkte in allgemeiner Lage aus dem Korper,
beziiglich dessen er definiert ist, eindeutig bestimmt (s. Satz 11.202). Obwohl dem
Raum beziiglich eines Kérpers stets alle Punkte des Kosmos angehéren und er ein-
deutig bestimmt ist (s. Sétze 11.229-230, zu deren Beweis nunmehr noch das Axiom
I1.18 herangezogen werden muf), ist er dennoch nicht durch vier beliebige Punkte
des Kosmos in allgemeiner Lage eindeutig bestimmt; hier bietet sich lediglich der
Satz 11.205 an.. Damit ist auch der Raum — ebenso wie die Gerade und die Ebene —
ein relativer Begriff, bezogen auf einen Korper. Er ist nicht einfach wie in den klassi-
schen Geometrien die Menge aller Punkte, sondern ist in seiner Struktur auflerdem
an die Eigenzeit eines Koérpers gebunden.

Die fiinfte Untergruppe der Axiomengruppe II — die Axiome des Raumes, 11.19-
22 — schlieflen gewisse Liicken, um die Anordnung der Punkte im Raum befriedigend
erginzen zu koénnen.
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Durch die Axiomengruppe III — die Axiome der Signale (11 Axiome) — werden
die letzten Grundelemente — die ,,Signale“ — und die letzte der Grundbeziehungen,
nédmlich ,geht ab...kommt an“ implizit erkldrt. Mit dieser Grundrelation werden
Punkt-Moment-Tupel und Signale verkniipft und die Grundrelation ,,ist synchron*
prézisiert. Auf diese Weise erfahren Raum und Zeit eine endgiiltige unlésbare Ver-
bindung.

Eingeleitet wird die Axiomengruppe III durch die Untergruppe der strukturellen
Signalaxiome (8 Axiome). Die ersten drei dieser Axiome III,1-3 sind so gefafit, daf3
alle notwendigen Konstruktionen mit Signalen ausfiithrbar sind. Die anschlieBenden
drei Axiome II[,4-6 dienen dazu, unter allen Signalen eine besondere Klasse von
Signalen herauszuheben, nédmlich die Suprasignale, die die extremale Eigenschaft
besitzen, unter allen Signalen die ,,schnellsten® zu sein. Eben diese Signale werden
dann im weiteren ausschliefllich benutzt. Die letzten beiden Axiome III,7-8 dieser
Untergruppe prézisieren die Grundbeziehung ..ist synchron“. Die Idee, die der Un-
tergruppe der strukturellen Signalaxiome zugrunde liegt, ist der Monographie [15]
von H. Reichenbach entnommen.

Das Kapitel III hat in weiten Teilen iiberwiegend technischen Charakter. Dazu
gehort insbesondere der Punkt 2, in dem die sogenannte Koeffizientenmethode fiir
Punktepaare entwickelt wird. Dies geschieht in Anlehnung an H. Bondi, von dem
offenbar diese Methode fiir die Darlegung der speziellen Relativitéitstheorie zuerst
vorgeschlagen wurde (siche z. B. Bondi [4], vgl. auch D. Bohm [3]. Diese Methode
ist zwar nicht sehr ergiebig, liefert aber immerhin das Gesetz der Synchronisation in
allgemeiner Form - s. (3.2)- (3.4) — und die Zeitdilatation fiir endliche Intervalldauer
— 8. (3.52) — sowie in Differentialform — s. (3.120).

Der Punkt 3 ist schliellich der Untergruppe der metrischen Signalaxiome (3
Axiome) gewidmet. Vorbereitend darauf wird zunéchst im Unterpunkt 3.1 der Ab-
standsbegriff eingefiithrt. Die Messung raumlicher Entfernungen wird beziiglich eines
Korpers IC(T4) als die Messung der Dauer von Zeitintervallen seiner Eigenzeit de-
finiert. Geht es dabei um den Abstand irgendeines Punktes B von einem Punkt A
aus dem Korper K(T'4), so erfolgt seine Messung mit Hilfe einer Suprasignalpeilung
in naheliegender Weise — s. (3.130). Geht es jedoch um die Messung des Abstandes
zweier beliebiger Punkte B und C beziiglich des Korpers KC(T4), so ist diese nur
durch ein relativ kompliziertes, mittelbares Mef3verfahren mit Hilfe einer indirekten
Suprasignalpeilung von einem Punkt A aus dem Koérper K(T4) nach dem Punkt C
iiber den Punkt B moglich —s. (3.140). Diese Abstandsbegriffe sind im allgemeinen
nicht symmetrisch. Die Giiltigkeit von Dreiecksungleichungen — s. Unterpunkt 3.4 —
ergeben sich erst auf der Grundlage der metrischen Signalaxiome, die im Unterpunkt
3.3 dargelegt werden.

Die Kompliziertheit der Abstandsmessung ist insbesondere der Asymmetrie und
Intransitivitdt der Grundbeziehung ,ist synchron“ geschuldet. Andererseits ent-
springen diesem Sachverhalt Begriffsbildungen — s. (3.165)-(3.167) — wie die Um-
laufgeschwindigkeit capc(74/c) eines Suprasignals von einem Punkt A eines ge-
gebenen Korpers IC(T4) tiber zwei Punkte B und C und der Dreikérperaberra-
tion ®apc(Ta/c) fiir das geordnete Punktetripel (A, B,C) beziiglich des Kérpers
IC(T'4) bzw. der Zweikorperaberration ® 4pa,, (74, ) fiir dieses Punktetripel, falls der
Punkt C' dem Korper K(T4) angehort. Dabei verschwindet die Dreikorperaberra-



tion ®apc(74/c) fiir das geordnete Punktetripel (A, B,C) genau dann — s. Satz
111,14 —, wenn die Grundbeziehung ,ist synchron® fiir die Momente ¢¢, tp,c und
ta/p/c transitiv ist, wihrend die Zweikorperaberration ®4pa. (T4, fiir das geord-
nete Punktetripel (A, B, A¢) genau dann verschwindet — s. Satz 111,15 —, wenn die
Grundbeziehung ,ist synchron® fiir die Momente ¢4, und tp/4, symmetrisch ist.
Dabei ist interessanter Weise die Umlaufgeschwindigkeit capc(7a,,) eines Suprasi-
gnals mit der Zwei- bzw. Dreikorperaberration ®4pc(74/¢) durch folgende Bezie-
hung verkniipft:

CABC(TA/C) =cy (1 + W) )
€A

wobei cq = const > 0 die Umlaufgeschwindigkeit eines Suprasignals {iber drei belie-
bige Punkte des Korpers K(T4) ist. Diese Beziehung ist insofern bemerkenswert, als
sie dem dufleren Aussehen nach genau mit einem Ausdruck fiir die Lichtgeschwindig-
keit ¢ im Gravitationsfeld mit dem Potential ® iibereinstimmt, den A. Einstein im
Rahmen der Vorarbeiten auf seine allgemeine Relativitéitstheorie in seinen Arbeiten
[6] und [7] herleitet. Er wies nach, daf in erster N&dherung gelten muf:

¢
c=cp 1—1—0—2 ,
0

d. h., im Gravitationsfeld ist die Lichtgeschwindigkeit nicht mehr konstant.

Die im allgemeinen bestehende Asymmetrie und Intransitivitéit der Grundbezie-
hung ,,ist synchron* wirft die Frage nach den Eigenschaften solcher Korpersysteme
auf, in denen Korper dadurch ausgezeichnet sind, daf fiir deren Eigenzeit und die Ei-
genzeit aller anderen Korper im System diese Grundbeziehung transitiv oder symme-
trisch ist. Derartige Korpersysteme — sie heiflen Korpersysteme mit Zentralkorpern
— werden zum Abschlufl von Kapitel IIT untersucht. Von besonderem Interesse sind
hierbei die zentrischen Systeme — Unterpunkt 4.2.2 — weil sich auf diese Systeme
eine geochronometrische Theorie der Elementarteilchen griinden 14t, allerdings auf
der Basis der erweiterten Geochronometrie mit nichtdisjunkten Zeitfolgen von K.
Linke [11].

Im Kapitel IV kommen noch die Axiome der Kérper (7 Axiome) hinzu. Es wird
auf der Basis der im Kapitel III eingefithrten Abstandsmessung mittels Suprasi-
gnalpeilung unter Hinzunahme einiger Axiome in den Korpern eine innere Lingen-
messung durch Abtragen eines Einheitsstabes ermoglicht und eine Winkelmessung
definiert.

In der Untergruppe der Axiome der Stabmessung (2 Axiome) wird zunéchst
das Stetigkeitsaxiom IV,1 fiir Stdbe eingefiihrt, aus dem, allerdings nur fiir Stibe —
nicht fiir Koérperdurchstiche —, alle iiblichen Stetigkeitssétze (Satze IV,5-7) folgen:
das Dedekindsche Prinzip, das Cantorsche Prinzip und das Archimedische Prinzip
erster Art. Das Archimedische Prinzip zweiter Art (Satz IV,21) ist erst spiter unter
Einbeziehung des Symmetrieaxioms IV 2 fiir Stdbe beweisbar.

Im weiteren Verlauf der Abhandlung ist ein zentraler Begriff der des Mittelpunk-
tes Ag eines Stabes, definiert durch die Gleichheit der mittels Suprasignalpeilung
gemessenen Abstidnde zu beiden Endpunkten des Stabes in einem Moment ty der
Eigenzeit des Korpers, in dem der Stab enthalten ist. Die Hinzuziehung des Axioms
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IV,2 der Symmetrie (fiir Stdbe) bewirkt, dafl die Abstandsmessung zweier Punkte
in Korpern durch Suprasignalpeilung in jedem Moment der Eigenzeit symmetrisch
ist (s. Satz VI,12), und der Mittelpunkt eines Stabes erweist sich als zeitinvarianter
Begriff (s. Satz IV,19). Das Archimedische Prinzip sichert sodann das zeitunabhéngi-
ge Abtragen von Staben und Teilstdben, die durch Mittelpunktteilung aus diesen
Stdben entstehen, womit eine innere Langenmessung jedes Stabes auf jedem Korper-
durchstich definiert werden kann. Diese Stabmessung ist symmetrisch und additiv;
sie 148t sich jedoch im allgemeinen nicht einheitlich im ganzen Korper realisieren,
da sich die Langen von Stédben, gemessen mit Suprasignalpeilungen, auf verschiede-
nen Korperdurchstichen mit der Zeit unterschiedlich veréndern kénnen. Auf jedem
Korperdurchstich ist gesondert ein Einheitsstab festzulegen, weil es im allgemeinen
keine Moglichkeit gibt, diesen Mafistab von einem Koérperdurchstich auf einen an-
deren zu iibertragen, so dafl ihre Gleichheit in jedem Moment der Eigenzeit des
Korpers gewéhrleistet ist. Nur in speziellen Korpern ist dies moglich, so in den Iso-
tropiekorpern (darunter auch die starren Korper), in denen fiir je drei Punkte A,
Ay, Ay in allgemeiner Lage aus der Giiltigkeit der Gleichheit

OApA, (TO) = QApA; (7—0)

in einem Moment ihrer Eigenzeit die Giiltigkeit dieser Gleichheit in jedem Moment
t ihrer Eigenzeit folgt, so daB sich in diesen Korpern die zeitliche Anderung der
Signalabstéinde unabhéngig von der Wahl des Korperdurchstichs (,,der Richtung*)
vollzieht. Diese Isotropiekorper erweisen sich als metrische Rdume beziiglich der
Stabmessung (s. Satz IV,35).

Im Punkt 2 des Kapitels IV weiche ich von der Wagnerschen Axiomatik ab.
Sein Axiom IV,3 in [21], in dem er die Existenz einer geodétischen Kreisumgebung
in jedem Punkt eines jeden Querschnitts eines Korpers in jedem Moment von des-
sen Kigenzeit postuliert, wird durch vier einfache Axiome IV ,3-6 fiir gleichschenklige
Stabdreiecke ersetzt. Dieses Vorgehen erschien mir iibersichtlicher; denn geodétische
Kreisumgebungen sind solche Kreisumgebungen U,, in denen von jedem Punkt A auf
jedem Korperdurchstich, der mit U, nicht durchschnittsfremd ist und den Punkt A
nicht enthélt, das Lot geféllt werden kann. Mein Vorgehen erméglicht es, die geodéti-
schen Kreisumgebungen génzlich zu eliminieren und ausschlie§lich mit gewohnlichen
Kreisumgebungen zu arbeiten. Auflerdem kénnen viele Konstruktionen ausgefiihrt
werden, ohne iiberhaupt eine Kreisumgebung heranziehen zu miissen.

Die metrischen Dreiecksaxiome IV,3-6 erlauben die Einfithrung solch wichtiger
Begriffe wie Senkrechte errichten, Lot fillen, rechter, spitzer, stumpfer Winkel und
Winkelhalbierende. Wird noch das Axiom IV,7 der Winkelsymmetrie hinzugefiigt
— es ist fiir Isotropiekorper beweisbar, nicht aber fiir beliebige Korper —, so 1éf3t
sich schliefllich jedem Winkel in eindeutiger Weise durch Ergénzung des gegebenen
Winkels zu einem gestreckten Winkel und Einschachtelung dieses Winkels, die durch
wiederholte Halbierung eines rechten Winkels entsteht, im Vergleich zu diesem rech-
ten Winkel eine Mafizahl zuordnen. Die Winkelmessung wird sodann auch auf iiber-
stumpfe Winkel, den Vollwinkel und den leeren Winkel ausgedehnt (s. Sétze IV,111
und 1V,118). Dieses Winkelmaf ist aber im allgemeinen nur in Isotropiekérpern auf
Grund des Satzes IV,120 zeitunabhingig. Uberdies ist es abhiingig von der Wahl
des rechten Winkels. Erst fiir Hyperisotropiekdrper — das sind Isotropiekérper, die
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mit einer zusitzlichen Eigenschaft ausgestattet sind (s. Definition IV,27) — kann ge-
zeigt werden, dafl in ihnen die Winkelmessung unabhéngig von der Wahl des rechten
Winkels ist, sofern die rechten Winkel denselben Scheitel besitzen (s. Satz IV,136).
Es konnte nicht nachgewiesen werden, daf jeder Isotropiekérper auch ein Hyperiso-
tropiekorper ist.

Den Abschlufl des Kapitels IV bildet mit Punkt 3 die Einfiihrung von Polarko-
ordinaten im ganzen Raum beziiglich eines beliebigen Korpers.

Das Kapitel V ist der Untersuchung der inneren Geometrie der Hyperisotro-
piekorper gewidmet.

In Punkt 1 wird zunéchst die lokale Spiegelsymmetrie von Isotropiekdrpern be-
trachtet, um dann nachzuweisen, daf} jeder Hyperisotropiekorper in jedem seiner
Punkte ein spiegelsymmetrischer Korper ist. Die Eigenschaften der Spiegelungsab-
bildungen in Hyperisotropiekérpern werden im anschliefenden Punkt 2 dargelegt.
In geniigend kleinen Kreisumgebungen der Querschnitte von Hyperisotropiekérpern,
den spiegelsymmetrischen Kreisumgebungen U,, die sich dadurch auszeichnen, dafl
jeder ihrer Punkte eine Kreisumgebung besitzt, die U, einschliefSlich ihres Randes
enthélt — jeder Punkt eines Korperquerschnitts eines Hyperisotropiekorpers besitzt
eine spiegelsymmetrische Kreisumgebung (s. Satz V,I7) — lassen sich fiir die Stab-
dreiecke alle aus der absoluten Geometrie bekannten Eigenschaften von Dreiecken
beweisen, darunter auch alle Dreieckskongruenzsitze und der Auflenwinkelsatz mit
seinen Folgerungen. In Punkt 4 werden ausfiihrlich die Eigenschaften der Saccheri-
schen und Lambertschen Vierecke in Hyperisotropiekorpern untersucht. Fiir diese
Vierecke in spiegelsymmetrischen Kreisumgebungen gelten alle aus der absoluten
Geometrie bekannten Eigenschaften, einschliefflich des Satzes iiber die Winkelsumme
im Dreieck (Satz V,26). Dabei kann allerdings die Hypothese des stumpfen Winkels
nicht eliminiert werden; es ergibt sich lediglich eine Einschrénkung fiir das Winkel-
maf des stumpfen Winkels (Satz V,27).

Im Punkt 5 wird schliellich gezeigt, daf in jedem Querschnitt eines Hyperisotro-
piekorpers mit Hilfe der Stabmetrik innerhalb jeder spiegelsymmetrischen Kreisum-
gebung ein Bogenmaf} eingefithrt werden kann, das sich einheitlich fiir den ganzen
Korperquerschnitt als euklidisch, hyperbolisch oder elliptisch mit gleicher konstanter
GauBlscher Kriitmmung erweist (s. die Sdtze V,40-41). Daraus ergibt sich die isome-
trische Einbettbarkeit jedes Korperquerschnitts eines Hyperisotropiekérpers global
entweder in die euklidische oder die hyperbolische oder aber die elliptische Ebene (s.
Satz V,51). Das besagt aber noch nicht, dafl sich auch jeder Hyperisotropiekorper
entweder in den dreidimensionalen euklidischen oder hyperbolischen oder aber el-
liptischen Raum isometrisch einbetten 148t; es wird jedoch eine notwendige und
hinreichende Bedingung angegeben, unter der eine isometrische Einbettung mdoglich
ist (s. Satz V,52).

Es ist vielleicht interessant, einmal zu vergleichen, welche Axiome des Hilbert-
schen Axiomensystems der euklidischen Geometrie auch fiir die Punkte, Korper-
durchstiche und Koérperquerschnitte in der Geochronometrie der Korper Giiltigkeit
haben. Wird die Grundrelation ,inzidiert* als , gehort an®, ,ist enthalten in “ de-
finiert, so folgen in offensichtlicher Weise alle Inzidenzaxiome aus den Axiomen der
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Gruppe II, und zwar in beliebigen Koérpern. Ebenso sind in allen Korpern fiir die
Punkte der Korperdurchstiche die Aussagen der Hilbertschen Axiome der linearen
Anordnung erfiillt (s. die Séatze I1,52-54). Fiir die Punkte der Kérperquerschnitte
gilt auch die Aussage des Axioms von Pasch (s. Satz I1,121). Wie schon erwihnt,
gelten fiir die Stdbe eines jeden Korperdurchstichs die iiblichen Stetigkeitssétze.
Was das Parallelenaxiom angeht, so gilt nicht das der euklidischen Geometrie, son-
dern das von Lobacevski (s. Satz 11,123), was jedoch auf die innere Geometrie der
Korper keinen Einflufl hat, weil die Korperdurchstiche keine unendliche Ausdeh-
nung haben. Bei der Giiltigkeit der Aussagen der Kongruenzaxiome gibt es starke
Einschrinkungen. Wird die Kongruenz von Staben oder Winkeln iiber die Gleich-
heit ihrer Mafizahlen beziiglich eines fixierten Mafistabes bzw. rechten Winkels de-
finiert, so kénnen die Stédbe nur innerhalb von Stédben abgetragen werden (s. Satz
IV,23) und iiberdies wegen der Nichtiibertragbarkeit des Mafistabes nur in Stdben
desselben Korperdurchstichs, sofern kein Isotropiekérper oder Hyperisotropiekérper
vorliegt; kongruente Stébe, also Stdbe gleicher Linge, sind nur vergleichbar, wenn
sich die Liange auf denselben Mafistab bezieht. Beim Antragen von Winkeln beste-
hen #hnliche Einschrankungen (vgl. Satz IV,112), sofern kein Hyperisotropiekorper
vorliegt. Die Kongruenzsétze fiir Dreiecke schliellich gelten nur lokal in Hyperiso-
tropiekorpern.

Im Kapitel VI wird die Widerspruchsfreiheit der Axiome der Gruppen I-IV nach-
gewiesen, und zwar an Hand eines Modells im dreidimensionalen euklidischen Vek-
torraum E(R) iiber dem Korper R der reellen Zahlen, das urspriinglich fiir die Axio-
mengruppen I-I1T von E. Herrmann entwickelt wurde. Es 148t sich problemlos auch
auf die Axiomengruppe IV ausdehnen.

Fiir die Gestaltung und drucktechnische Anfertigung des Manuskriptes einschlief3-
lich der Zeichnungen bin ich meiner Frau B. Frank zu hochstem Dank verpflichtet.
Ohne ihr Zutun hétte das Manuskript wohl nie die Druckreife erlangt.

Berlin, Juli 2009 H. Frank
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